La théorie kantienne de la géométrie

Exposeé pour la Lysimaque, 14 Juin 2008
Pierre Pitigliano

Introduction

Je suis parti de cette question de Lacan dansutBit : «/z Zgpologre, 77°est-ce pas ce
n’espace od rmous améne le discours mathématigue et gus nécessite révision de
Vesthétigue de Kant 7 » (seuil p.472)pour me demander ce qu’est un espace.

Est-ce que la topologie est la négation de I'espaogen, c’est dire la négation de I'espace
comme intuition apriori ? Alors la topologie seraile I'affirmation de I'espace comme
concept ? Je suppose que la géométrie est unécti@édiespace, ce qui mériterait a mon
sens d’etre intérroge, comme suit : quel est leamdmrapport de I'espace a la géométrie ?

Dans Radiophonie, Lacan reproche a Kant I'obscistauet par lequel il relaie les

& /mtUrtions geomeétrigues les plus traditionnelles gus sorent », OU «s'’embrockent
ontologre, cosmologrie, sans que la théologre leur fasse defaut--- » (op.cit. p.423-
424). Et dans I'Etourdit, il épingle &7 topologrie imepte G quor Kant a donné corps
de son propre établissement, celus du bourgeoss gur ne pedt /magimer gue de la

transcendance -+ » (p. 480)

J'ai pensé que de tels reproches méritaient débelest pourquoi jai fait la lecture d’'un
article relativement récent (1985) de Michael Fmed,Kant's Theory of Geometrgui

semble faire référence, du moins pour les philossples sciences et les kantiens
anglosaxons. Friedman est professeur a I'univedsit8tanford, titulaire de la chaire de philo
des sciences, et d’études kantiennes. Il est aossau pour ses travaux les mathématiques et
la physique contemporaine.

Dans cet article il reprend I'examen de la géoraétantienne a partir de la critique qu’en fait
Russell dans leBrincipes des mathématiquds 1903. Pour Friedman, c’est la critique
moderne standard de la théorie kantienne des mathgras, qui tient dans cette formule de

Russell, «e rassonnement mathématigue r’a pas beson d’élément extra-

logigue ».
(Et c’est le point de vue logique qui prévaut gupbint de vue mathématique dans I'article de
Friedman)

Dans cette tradition critique, il est d’abord regré a Kant d’échouer a faire la distinction
cruciales de entre géométrie pure et géometrikopige.
C’est par exemple la formule d’Einstein :



& tant que les loss de la géométrie se référent a la réalite, elles ne sont pas
certames ; et pour autant qu’elles sont certames, elles ne référent pas a la

réalité- » (Geometrie et experience, 1921)

Friedman se situe explicitement dans le fil deridque russellienne, bien qu'’il la trouve
injuste envers Kant, et il propose une alternative conception kantienne de la logique n’est
certainement pas la conception moderne qui commamds879 avec Frege.

L'importance de mettre en rapport la conceptiortieame de la logique avec sa conception
des mathématiques a été pointée particulieremeriiptikka et Parsons.

De meme, les mathématiques modernes ne sont pes delsiécle des lumiéres.

Friedman propose alors une torsion de la critigisselienne :

< aqu leu d’utiliser notre conception moderne de la logigue pour denigrer et
révoguer les théories antériedres de [‘espace, rous devrions ['utiliser comme
outs/ pour imterpréter et expliguer ces théories, pour qpproffondir notre
compréhension des difficiles problémes logigues aves lesquels elles se
débattarent. »

Le raisonnement de Friedman se dévelloppe ainsi dia@ mise en perspective du texte
kantien , alternativement dans son contexte prepdel point de vue de la logique et des
mathématiques modernes. A la fin de son examentiiny, si il rejoint la critique
russelienne de la géométrie kantienne, c’est sdertermes en ayant quand meme rendu

justice a Kant, & qui &7 7e peut reprockher d’avorr failli é anticjper les
deécouvertes logigues et mathématigues maeures d’une épogue ultéredre ; 1/
faut plutot ['applaudir pour /la profondeur et la ténacité de sa perspricacrté

dans la pratiqgue logigue et mathématigue de /la sienne: »

Au passage, il éxamine et réfute aussi une podilit@nanti-russelienne, en particulier celles
de Hintikka et de L. Beck, qui elle, pose Kantfpara I'extreme, comme un précurseur des

géométries non-euclidiennes et de la logique majerpartir de I'idée selon laquelleZ
pure mturtion jode un role fondamerntal en fournissant un modéle pour usm

systéme d’axiomes particdlier». (modele logique) Or, pour Friedman cette thesgent
pas en logique, et de plus elle n’est tout simpterpas kantienne.

Je n’aborderai pas aujourd’hui cet aspect de latqure mais il me semble que c’est une piste
a retenir par rapport a la question posée par LagsaKant faisant obstacle a la posibilité de
'avenement de la topologie. Il y a un article d&rence sur Kant et les géométries non-
euclidiennes, de Roberto Toretti de 1964éométrie dans la pensée de Kant, qui vaudrait le
coup d’'une suite a mon exposé d’aujourd’hui.

Ce qui semble essentiel dans la théorie de Kagdt qu’il donne une place et une fonction
nécessaires a la pure intuition (Anschauung) damsisonnement mathématique, en plus de
I'analyse des concepts.



Or, ce que dit Russell, c’est que les mathématigloévent etre purement analytiques, sans
référence a une quelconque expérience ou intuithais entierement déductibles des
concepts logiques : la logigue enveloppe les magigoes.

Toute la question est de comprendre pourquoi Kahjduer un tel role fondateur a l'intuition
dans sa théorie des mathémathiques.

Mais quel est le statut des mathématiques dansl@spphie de Kant ? Quelle est leur
fonction ? Quel est le role de l'intuition danstegthilosophie ?

Si Friedman retourne au texte de Kant dans socigrt’est en piochant ce qui y concerne
directement et explicitement les mathématiquea gébmeétrie, qu’il isole ainsi de
I'ensemble. Sa technicité permet une étude prétiaeticulée de la géométrie de Kant dans
ses rapports a l'intuition, et a la logique classigt moderne.

Mais cet isolement du point de vue mathématique #@mt passe alors a coté de ce qui me
parait essentiel, c’est a dire la possibilité deesiles enjeux de l'intuition et des
mathématiques dans le projet philosophique de Han$ sa portée générale, c’est a dire leur
place et leur fonction dans, et pour, la philosegranscendantale.

Je rejoins en ceci la remarque de Philonenkey we saurart rmesurer exactement /a
portée de ['oeuvre de Kant, car bren des philosophres encore é nartre seront

ou bren 1mfluencées par le criticisme, ou bren obligées de le critiguer: » (L'oeuvre
de Kant,1,introduction)

Et voici comment Kant entame le dialogue entredénience et le concept, dans la préface a
la Critique de la Raison Pure :

« La raison humaine a cette destinée particuldars un genre de ses connaissances, d’etre
accablée de questions qu’elle ne peut écartereliear lui sont proposées par la nature de la
raison elle-meme, mais elle ne peut non plus ynép car elles dépassent tout pouvoir de la
raison humaine.

Ce n’est pas sa faute si elle tombe dans cet eathdtlle part de principes dont I'usage est
inévitable dans le cours de I'expérience, et en eneamps suffisamment garanti par elle.
Avec leur aide, elle s’éléeve toujours plus haut (vers des conditions plus éloignées. Mais,
s’apercevant que, de cette maniére, son oeuvrealpiturs rester inachevée, puisque les
guestions ne cessent jamais, elle se voit congrdiatse réfugier dans des principes qui
dépassent tout usage possible d’expérience, goguiant paraissent si peu suspects que la
raison humaine commune elle-meme se trouve endes@c eux. Mais, par la, elle se
précipite dans I'obscurité et des contradictiorsy eélle peut certes conclure que cela doit
tenir a des erreurs cachées quelque part, maigpsansir les découvriparceque les

principes dont elle se sert, comme ils vont au-dela des
limites de toute expérience, ne connaissent plus dé sormais de
pierre de touche prise a I'expérience. Le champ de bataille de
ces combats sans fin, voila ce qu’on nomme Métaphysique . »

1. La critique russellienne



Russell Principles of Mathemati¢gs1903

Russellconsidere que I'examen textuel de Kant a déjagétdfillament par d’autres et qu'il
ne compte pas s'y coller. Il veut discuter seulengexs grandes lignes de la doctrine
kantienne. Doctrine qui, plus ou moins modifiééjlda occupe le terrain durant tout le
19siécle, et a été presque universellement admise.

Comme le point de vue de Russell sur les mathéoegtigléplié dans les chapitres
précédents, esliametralement opposé a celui de Kanil devient nécessaire pour lui a la fin
de son livre de défendre les opinions qui le sépate Kant.

C’est de la théorie de I'espace de la Critiquead@adison Pure et des Prolégoménes gu'il
entend discuter et non de celle, différente, dassquré-critiques. Il sera particulierement
attentif a ce que Kant nomme les « déductions ¢temdantales » cad celles qui émanent de la
nature des mathématiques.

Russellcommence par lire dans |€3%v/é70/7é7¢s1a maniére dont Kant cherche a déduire sa
théorie de I'espace des mathématiques :

Kant s’interroge ici sula possibilité d’'une mathématique pure:

Toutesles propositions des mathématiques sont synthétigsiell entend ici quees
propositions ne peuvent etre prouvées au moyen d’walcul logique; aucontraire, elles
nécessitent certaines propositions synthétiques aiqri , qu’on pourrait appeler des
axiomes Le raisonement qui découle par déduction de xiesnes estifférent de celui de
la logique pure

Ainsi Kant refusait d’admettre que la connaissahcenonde extérieur pouvait etre obtenue
autrement que par I'expérience et il en conclutlgagropositions mathématiques ont toutes
a voir avec quelque chose de subjectif, qu'il alepdesformes de I'intuition : I'espace et le
temps Le temps est le fondement de l'arithmétiqueepace celui de la géométrie. Ce n’est
gue dans les formes du temps et de I'espace qubjets peuvent etre expérimentés par un
sujet ; et ainsi la mathématique pure doit etrdiegiple & toute expérience.

L’idée selon laquelle I'espace et le temps sobjestif est renforcées par ce que Kant
nomme lesantinomies, par lesquelles il tente de prouver que, si itg saitre chose que des
formes de I'expérience, alors ils doivent forcémsmtontredire eux-memes.

Ce qui est essentiel pour Russell, du point ddagigue, c’est que l'intuition a-priori fournit
une méthode de raisonnement quiedaque formelle n’admet pas. Cette méthode font de la
figure géométrique, simplement imaginée, elle-memélément essentiel de la
démonstration. Se posent alors deux questionsatesci

1. le raisonnement mathématique est-il différent de dei de la logique ?
2. y-a-t-il des contradictions dans les notions de tgps et d’espace ?

. Pour Russell, la question de la nature du raisomemt mathématique était obscurci a
'époque de Kant par plusieurs causes : c’est don¢a nature du raisonnement et non sur
celle des mathématiques elles-memes que porterfagation.

Les sources d’erreur pour Kant sont au nombreaie tr



Primo, Kant n’aurait jamais mis en doute le faied@s propositions logiques soient
analytiques, alors qu’il a percu a juste titre gakles des mathématiques sont synthétiques.
Depuis, il est apparu que la logique est tout amgghétique que toutes autres sortes de
verite.

Secondo, ldogique formelle était dans un état bien moins avancée a I'époqu¢adt qu’au
début du 28" siecle. Il était donc toujours possible de s’erirta lalogique
aristotélicienne, sans meme pouvoir supposer 'avenement futuredaurtre théorie. Le
syllogisme restait le type de raisonnement forrm¢l®rrecte ; pourtamé syllogisme est
certainement inadéquat pour les mathématiques .

Mais au dédut du 28°siécle, grace principalement ddgique mathématique la logique
formelle s’est enrichi par de nombreuses formesa@d®nnement irréductibles au syllogisme,

et par ce moyen les mathématiques doivent (ettérdagja largement) etre développées
strictement selon les lois de la logique.

Donc, pour Kant la logique est analytique et lesh@@atiques sont synthétiques, et ne se
déduisent pas seulement analytiquement des axi(présisses logiques) ou des concepts. Il
fauten plusun élément essentiel, la pure intuition (ici, ¢eastruction figurative), pour établir
une démonstration mathématique, qui est synthégtiapriori. Kant ne peut concevoir une
démonstration mathématique qui soit purement lagiqu

Alors que pour Russell, la logique est synthétigules mathématiques découlent
analytiguement des concepts logiques.

Il y a une troisiéme raison pour laquelle Kant nevait que se tromper sur la nature du
raisonnement mathématique, et c’est I'état treériedir ot en étaient encore les
mathématiques a la fin du I8 siécle, par rapport a celles de I'époque moderest a dire
cent ans plus tard, aprés les révolutions théosiguel §"°siécle.

Par exemple, il est tout a fait impossible, sansuér a la figuration, de déduire la septieme
proposition d’Euclide des axiomes euclidiens, &uauraisonnement mathematique
logiguement correcte n’éxistait au®I8pour y parvenir. Comme la vérité des théorémes
euclidiens paraissait indubitable, il était |egiinte supposer que la preuve mathématique
était quelque chose de différent de la preuve logidylais le fait est que la plupart de ces
preuves mathématiques, que Kant tenait souventipdubitables, étaient tout simplement
fausses.

Ainsi, pour Russell, s’effondre la supposée paldiité du raisonnement mathématique.
Dans le développement de $afcipes des Mathématiqués démontré que tous les
résultats géométriques résultent simplement degibia logique, a partir des définitions,
gu’il a données auparavant, des trois espacessM@aéious spaces) : espace projectif
tridimensionnel, espace euclidien tridimensionn&space de Clifford . Il en va de meme
pour I'arithmétique, qui ne dépend plus d’une tiedu temps, mais de la seule logique.

En conclusion, toutes les mathématiques sont diétkeetes propositions fondamentales de
la logique formelle, et aucune autre hypothéesetmiésessaire.

Un kantien pourrait ici considérer que I'espacdidien tridimensionnel a ceci de particulier
par rapport aux espaces non-euclidiens, qu'il exaitt comme entité ontologique,
contrairement aux autres, et que c’est précisépedtd existence qu’assure l'intuition a-



priori. Or Russell est catégorique, ceci est ivabde car les mathématiques sont indifférentes
a la question de I'existence de telles entitéstkiansait que le raisonnement mathématique
était différent de celui de la logique, et nécedsitintuition, a partir de I'idée selon laquelle
I'espace euclidien est celui du monde réel.

Pour Russell, il n’en va pas aussi simplement qadatréalité de I'espace, et aucune intuition
n’est donc pertinente dans une proposition striet@rmathématique.

C’est ici toute la question de la distinction dale, dans la théorie moderne, entre
mathématiques pures et mathématiques appliquéstinddion qu’on reproche a Kant de
n'avoir pas faite.

. En quoi Russell pense-t-il avoir démontré queMashématiques ne découlent que de la
pure logique ? Sa critique de Kant n’arrive pragiqpent qu’a la fin de son ouvrage et elle est
bien sur sous-tendue par tout I'édifice de sa mrdipéorie de la logique et des mathématiques
gu'’il a dépliées auparavant. Ce qui conditionng@elque sorte I'acces qu’on peut avoir de
sa critique de Kant. Voici cependant quelques psses :

En géométrie, on différencie classiqguement lesndéfns et les axiomes. Mais pour Russell,
cette distinction n’a aucune validité dans les mathtiques pures, excepté en ce qui concerne
les idées et les propositions de la logique :

< L7 mathématigues pures, toutes les propositions énoncent des rmplications
logigues contenant une variable: Cecr est, en fart, la définition des
mathématigues pures: Les rmplications énoncées dovent découler (Fow)
entiérement des proposrtions de la Logigue, gusr prévalent sur celles des autres
branches des mathématigues: » (p. 429)

« La logigue et /e reste des mathématigues pures se distinguent des
mathématigues appliguées par le fart gue, en elle, toutes les constantes sont
deéfinissables dans les termes de hurt notions fondamerntales, gue rnous appelons
constantes logigues: Ce gus distingue les autres branches des mathématigues de
/g logigue est simplement la complication, qur prend habrtuellement la forme
d’une hypothése selon laguelle la variable fart partie d’une classe plus
compliguée: ne telle classe sera habrtuellement dénotée par un symbole
uigue ; et ['énoncé selon lequel la classe en question dort etre représentée
par tel ou tel symbole est ce gue les mathématicrens qppellent une

définition: Cecr pour dire gue, une définition n’est pas du tout un élément
des mathématigues, mais simplement et umiguement un énoncé concernant des

symboles, et ne concernant pas ce qui est symbolsé: »

Voici comment je comprends cette théorie :



1. Les propositions fondamentales de la logiquaégissent les mathématiques pures sont un
ensemble qui ne constitue pas une classe. Cet blesest d’'une autre nature, si on peut

parler d’'ensemble pour désigner la prise en cormpt@méme temps des huit notions
fondamentales. Des constantes y sont définissahblesns ou elles le sont dans les termes des
propositions fondamentales. C’est une premiéreribdéle la définition, disons une théorie
strictement logique de la définition.

2. Une définition mathématique, au sens classiggentathématiciens, est d'un autre ordre, et
ne vaut pas pour la pure mathématique (cad lalegijathématique) mais, concerne tous les
autres énonceés des mathématiques qui sont alarsakb€matiques appliquées (I'algeébre, la
géomeétrie etc...). Cette définition au sens clagsipt un énoncé selon lequel une classe doit
etre représentée par tel symbole : par exempletecaymétrie ». Je pense que ces symboles,
c’est toujours quelque chose qui peut s’écrire mab, un nombre, un dessin ou un signe
guelconque. La définition ici concerne le mot « éyme », et non ce que désigne ce mot.
C’est de 'ordre du langage.

Ce qui est de I'ordre du langage, n’est pas delt®odes mathématiques. Les
mathématiques pures ne sont pas de I'ordre dudgndéais alors de quel ordre sont-
elles ? De l'ordre de la logique formelle. Si l&dinitions des mathématiques aplliquées
sont de l'ordre du signe ou du langage, en targllguhe concernent que les symboles et
non ce qui est symbolisé, alors le mode de dé&fimidies mathématiques pures n’est pas
de I'ordre du langage ni du signe, mais peut edrbaidre du pur mathéme.

3. La vérité en mathématiques, entendues au saessidqlie, est la vérité discursive, alors que
la vérité des mathématiques pures de Russell esuatité intrinseque aux propositions

fondamentales de la logique fowtes /les propositions fondarmentales énoncent des

mplications logiques contenant une varable>» Une implication logique contenant une
variable n’est pas de I'ordre du discours. Ellepestt etre de I'ordre d’une fonction.

4. Ces propositions fondamentales ne peuvent pasiéfinies et c’est justement en cela
gu’elles seules sont fondamentales. Et parce gg'elé sont pas définissables, elles sont
fondatrices et suffisantes pour construire towdifiée des mathématiques :

« Toutes les mathématigues sont construrites par les combrnarsons d’un certéam
nombre d’jdées fondamentales (primitive /deas), et toutes ledrs propositions
peuvent etre explicrtement énoncées dans les termes de ces /dées
Ffondamerntales ; ici, toute deéfinition est théoriguement superflie: Hais alors,
lorsgue la logigue est étendue (extended), comme elle devrart ['etre, en tant
qgu’elle meclut la théorie générale des relations, 1/ 7’y a, je cross, adcune idées
Ffondamerntales en mathématigues exceptées celles qui reviennent au domamme de

/g Logigue: »



& Lorsgu’sl est admis que toutes les /dées mathématigues, excepté celles de /a
logigue, peuvent etre définies, 1/ est aussi acquis gu’s/ 7’y a pas de

proposstions fondamentales en mathématigues excepté celles de la logrgue: »

Il . La théorie kantienne des mathématiques

Le point qui fait essentiellent difficulté est l#brie de Kant selon laquelle le raisonnement
géométrique ne peut procéder seulement a particateepts, mais gu'’il nécessite une
activité supplémentaire appelée construction aritioh pure.

Dans un passage de la Discipline de la Raison Rardg,compare ainsi le raisonnement
philosophique a celui des mathématiques :

« La philosophie s’en tient a des concepts générdars que les mathématiques n’arrivent a
rien avec le seul concept, mais se hatent de recolintuition, ou elles considérent le
conceptin concretg bien que ce ne soit pas de maniére empiriques siraiplement dans une
intuition qu’elles ont présentée a priori, c’estige qu’elles ont construite, et ou ce qui
s’ensuit des conditions universelles de la constrnaoit valoir aussi universellement pour
I'objet du concept construit. (B743)

L’argumentation de Friedman va s’employer a paita a interroger et tenter d’éclairer ce
qui rend nécessaire pour Kant ce recours a l'iotuitlans la géométrie.
En résumé, il en ressort deux choses :

Primo, Kant s’appuit sur la théorie euclidiennentdtaxiomatisation est intrinsequement
incapable de produire d’elle meme les théoremesigaiécoulent.

Précisément, du point de vue mathématique, c’@b€larie moderne de la continuité qui fait
défaut.

Secondo, la logique de Kant, comme pour ses corttenms, est la logique aristotellicienne.
Elle ne permet pas de produire une infinité d’ahjet donc on ne peut en tirer une théorie
rigoureuse de la continuité, comme I'éxige la gémméepuis Hilbert. C’est ici la logique
moderne basée sur les rapports de dépendanceatgffigateurs entre eux qui fait défaut.

Dans le passage de la Critique que je viens de Eigat appui son raisonnement sur la
démonstration euclidienne standard de [d'3@roposition du 1 livre des éléments
d’Euclide, selon laquelle la somme des angles ttiangle est égal a 180 degrés :

« Donnons @ un philosophe le concept d’un triangle, et laissons-le découvrir
sq fagon guel rapport la somme de ses angles peut bren entretenr avec /‘angle
darort: [l n’a alors @ sa disposition rien d’autre gue /e concept d’une Fgure gur
est comprise entre trosis lgnes drostes, et dans cette fgure /e concept du

meme nombre d’angles: Dans ces conditions, 1/ peut bren réfleckhir autant gu’r/



/e voudra  ce concept . /1 n’en dégagera rien de nouveau- /! peut analyser et
expliguer /e concept de /e ljgne drorte ou celus d’un angle, ou du nombre tross,
mars 1l ne saurart parvenr é d’autres propriétés gur ne sorent pas du tout

mscrites dans ces concepts:»

& Que dés lors le géométre prenne en charge cette question: /| commernce
d’emblée par construire un triangle: Puisqu’i! sait que deux angles drorts
ontensemble exactement la meme valedr que tous les angles adjacenrts
susceptibles d’etre tracés a partrr d’un pomt sur une ligne drorte, 1/ prolonge
un coté de son triangle et obtrent deux angles adjacents qus ensemble sont
égaux 4 deux drorts- [l divise alors /'angle externe adjacent qus est égal é unm

angle mterne, etc -+ »

& M parvient de cette fagon, en enchamant les raisonnements, toujours guide
par [mmnturition, 4 une solution de la question qur est pleimement évidente et

en meme temps unverselle. »

Avant de reprendre avec Friedman I'examen desdssigls et des conditions historiques de la

théorie kantienne de la géométrie, comparée gleeur de la théorie moderne de la
géomeétrie, je voudrais resituer le passage deit@ @ que je viens de citer dans son
contexte, c’est a dire dans le programme philogpmhde la Critique de la Raison Pure
comme théorie de la connaissance.

Chez Kant, la connaissance peut se rapporter derdaniéres a son objet :

la connaissance théoriquelétermine cet objet et son concept ( qui lui doi donné d’un
autre coté). (On a déja ici une théorie dddaation)

La connaissance pratiqualoit, en plus, rendre cet objet « effectif »
Dans les deux cas, pratique ou théorique, ilype partie pure de la connaissance :

c’est le mode de connaissance ou la raison déteremtierement apriori son objet, la
connaissance apriori Les mathématiques sont purement de cette sorte.

La connaissance apriori est celle qui établit quelchose sur des objets avant qu’ils nous
soient donnés. Pur signifie donc avant la donatitie. est absolument indépendante de

I'expérience et de toutes les impressions des enest opposee une connaissance
empirique, qui n’est possible qu’a posteriori, t'aslire par expérience.

Je pense qu’en fait, la théorie kantienne de la@issance est essentiellement une théorie

de la donation



« De guelgue /maniére et par guelgue /moyern qu’'dne connaissance pussse se
rapporter i des objets, la modalité selon laquelle elle s’y rapporte (---) est
en tout état de cause /1nturtion: Or, cette derniére rn'intervient gue dans
/g mesure od [‘objet nous est donné ; mass cela 17’est G son tour possible
gue parce gue ['objet affecte [esprit sur un certarmn mode- La capacité de
recevosr (réceptivité) des représentations par la maniére dont nous sommes
affectés par des objets s’appelle sensibilité: C'est done par la médiation de
/a sensibilité que des objets rous sont donnés, et c’est elle seule qur rous
fourmt des mturtions ; maris c’est par [‘entendement qu’ils sont pensés, et
c’est de lu/ que procédent des concepts: FPour autant, tout acte de perser
ne peut gue se rapporter () par la médiation de caractéres, en deéfintive
G des mturtions, par conséguent () é de la sensibilite, pour cette rassorn
gue d’urne autre maniére aucun objet ne peut nous etre donné .»(esthétique,
p.117)

Je propose ici quelques hypotheéses.

Il'y a une division du sujet entre sensibilité eteemdement, du moins quant a I'acte de
connaissance. L'intuition représente I'objet, amt @u’'il est donné par la sensibilité, dans
'entendement. Autrement dit : l'intuition est iEprésentant de la sensibilité dans
'entendement. En tant que caractére de I'obgteaeprésentation peut etre pensée par
I'entendement, analytiguement selon les concepisitiest le lieu.

I me semble qu’il y a quelque chose de moebiers dartuition kantienne, comme un
concept limite entre le formel et le conceptuelt, ®mtre la représentation et le caractere
de I'objet, entendu comme sense-data. C'est a lomiite, que les mathématiques font
appelle, en tant que connaissance apriori, c’dgeahors sensibilité.

Les mathématiques sont donc d’abord un point de laipoint de vue conceptuel de la
donation.

Par ailleurs, Kant distingue deux types de jugemelds synthétiques et les analytiques.
Lorsque dans un jugement, est considéré I'existdiwcerapport du sujet au prédicat, ce
rapport est possible de deux maniéres :

- soit le prédicat est contenu par le conceptwatigpport est analytique, c’est a dire que
le prédicat doit etre explicité du concept quidatient de maniere plus ou moins
confuse ; et c’est un jugement analytique ou eitpti€ Le prédicat découle
analytiquement du concept.

- soit, le prédicat est extrinséque au concepé etpport établit entre eux par le jugement
est synthétique, ou extensif. C'est a dire quedeinent ajoute quelque chose au concept.

Si je dis qu’un corps est étendu, le concept dpceuffit pour en tirer I'étendue qui lui
appartient. C’est un jugement analytique.
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Mais si je dis qu’un corps est pesant, je ne peljidre la pesanteur au corps a partir du
concept de corps car le prédicat de pesanteul appartient absolument pas. C’est un
jugement synthétique. Les jugements d’expériermd, tous synthétiques.

& Ainsi est-ce sur 'expérrence que se fonde la possibilité de la synthése du
prédicat de la pesanteur avec le concept du corps, parce gue les deux
concepts, bren que 'un rne sort pas contenu dans 'autre, qppartrennent
pourtant 'un i l'autre, guorgue de fagon contingente, comme parties d’un
tout, i savorr ['expérience, qus elle —meme est une liaison synthétigue des

/meurtrons- » (intro, p.102)

Qu’en est-il alors des mathématiques ?

« Les propositions mathématigues sont toujours des jugerments apriori et e
sont pas emprrigues, parce qu’elles qpportent une nécessité qur ne pedt etre

tirée de [expérrence: »

Cependant, pour Kant les jugements mathématiqued®as synthétiques.

Par exemple pour un axiome quelconque de la gémmédmme «z /grne drorte est /a
plus courte entre deux pomts », «le concept de ce qui est drort ne contrent
aucune détermmation de grandedr, rmars sedlement une gualité: Le concept de
ce gus est le plus court est donc entiérement surqjouté et ne pedt etre par

aucune analyse tiré du concept de la ligne drorte »

De meme, en arithmétique, le concept du nombre’'&8t en aucune maniére déja contenu
dans la somme de 5 et 7. Ce concept de la somm@ntient que le concept de la réunion des
deux nombres en un seul. Dans les deux exemplesnawanalyse des concepts ne permet
d’obtenir le prédicat. Ce sont des jugements puneésynthétiques.

Pour autant, ce n’est pas de I'expérience quersiefta synthése, puisque les mathématiques
sont purement apriori. La ressource de I'expéridaitaléfaut pour fonder les jugements
synthétiques apriori que sont les propositionsnathématiques.

C’est par I'intermédiaire de l'intuition que la syn these est
possible . pour la somme, on compte sur ses doigts, etlpaygomeétrie on dessine la
figure.

Pour reprendre ici le fil de mes hypotheses, jaislique I'intuition donne la construction
sensible de la figure, comme représentant de Eggemétrique, pour le point de vue
purement conceptuel de la donation de cet objesgla proposition mathématique.

Pour rappel : «7nturtion, oa elles considérent /e concept 17 concreto, bren gue

ce ne sort pas de maniére emprrigue ».
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L’intuition c’est donc du concrevant toute expérience.

Kant distingue, deux modes de I'objet : le phénoengéinla chose-en-soi. Le phénomene est
I'objet sensible, celui qui peut etre objet d'eXpaéce, donc de connaissance. Et la chose-en-
soi demeure au-dela de toute expérience possimedonné, et donc inconnaissable.

Kant ne dit pas que l'intuition est un mode de japmais il me semble qu’il y a quelque
chose de cet ordre dansineoncretoqui n’est pas de I'ordre de I'expérience, donc du
phénomene.

L’apriori n’est pas hors expérience, maisant I'expérience.

Je pense que kant ne parle pas simplement d’erpéra sens expérimental commun, de j'ai
fais telle ou telle expérience, scientifique, sébeueu autre. Je pense qu’il parle de la
donation ; la seule expérience dont il s’agissetdaedonation.

Et ce n’est pas simplement un acte de jugementsi&ice ou d'attribution du donné ; c’est
d’abord une logique temporelle : « avant » I'expéce. C’est du temps dont il s'agit.
L’intuition en géomeétrie ce serait ainsi I'introdion du temps dans la science de I'espace,
par cette structure temporelle qu’est la donation.

[l . Retour a 'examen critique de la théorie
kantienne

Kant s’appui sur la méthode et sur les axiomes cige, qui nécessitent I'intuition en plus
du concept pour leur démonstration. Car on ne gédiire logiquement des axiomes
euclidiens les théoremes de la géométrie. |l facburir a la méthode de construction
euclidienne avec regle et compas, qu’on trouve s@alans les trois premiéres propositions
desElémentsd’Euclide.

Or la théorie moderne se passe de toute constnyatior pouvoir démontrer quoi que ce soit
en géométrie. Et Russell veut que les mathématispiest purement analytiques, qu’elles
découlent entierement des prémisses (primitivegsitipns) de la logique.

Et ce n'est pas la logique classique qui peut parenka logicisation des mathématiques.

La diffculté repose sur la possibilité de démontrer

I'existence d’une infinité d’objets , et en particulier de démontrer
I'existence des points requis pour la géométridigieane.

C’est un probléme de logique avant tout, et ilaliofr revenir sur la différence entre la
syllogistique de Kant et les logiques modernesreégé-et Russell.

Mais c’est par un probleme mathématique, qui bigatepitement lié a la question logique,
gue je propose de commencéa question de la continuité

lllustration : la démonstration que fait Euclideld€®® proposition de€lémentsyui dit

gu’un triangle équilatéral peut etre construit am@mporte quel segment de ligne donné.

La demonstration se développe ainsi : soit donngegment de ligne AB, construisons, par le
3*™postulat, les cercles C1 et C2 avec AB pour rayon.
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Prenons C comme point d’intersection de C1 et Geagbns les lignes AB et BC. Ainsi,
alors, par la définition d'un cercle (définition)L5AC = AB = BC , ABC est équilatéral.

Or, il y a une objection moderne standard a cefteahstration : Euclide n’a pas prouvé
I'existence du point C. Il n’a pas montré que lesctes C1 et C2 s’entrecroisaient réellement,
et peut-etre que C1 et C2 ne font en quelque goeglisser I'un sur I'autre

et qu’il N’y a donc pas de point C d’'ntersection.

Dans les formulations modernes de la géométrieddeshe, cette possibilité de non-
intersection est explicitement exclue par un axig@eontinuité .

De ce point de vue alors, non seulement la dématiwird’euclide est imparfaite, mais aussi
toute son axiomatique, car I'existence du poimeCiécoule tout simplement pas des
axiomes euclidiens.

Hilbert a donné a la géométrie euclidienne sa ftisaigon plus ou moins définitive, en 1899.
Son axiomatisation, ne reprends pas les énoncélte tels quels. lls sont reformulés dans
un langage formel et conceptuel rigoureux, dangdela démonstration géométrique elle-
meme est un défilé d’expressions dans un langageefaonné.

Dans cette géomeétrie, la conjonction de la projmosi x est un triangle » avec les autres
axiomes implique la proposition « la somme desemde x est égale a 180° » par la logique
seule. Toute la géométrie découle logiquementl'gaalyse des concepts de base que sont
les axiomes hilbertiens.

Ceci est rendu possible par l'inclusion dans aettematique, d’'uraxiome de

continuité et d’'unethéorie de I'ordre explicite, c’est a dire une théorie de la
structure et de la cardinalité des points sur undéal C’est la seule fagon de démontrer
rigoureusement du point de vue logico-mathématibtgreastence de tous les points requis par
la géométrie, c’est a dire : I'existence d’unenité de points.

Nous avons la trois notions des mathématiques medejui sont étroitement liées a
I'invention au cours du £°siécle de la logique mathématique, et qui bierégaient
insoupconnées a I'époque de Kant.

Ces trois notions sont, la continuité, la cardigadit I'existence, qui peuvent en fait etre
rameneées a la seule théorie de la continuité.

En particulier, la constitution en arithmétiquel'dasemble des nombres réels permet de
passer de la notion plus ou moins intuitive de iooiité dans I'ensemble des nombres entiers
naturels, a la pleine continuité.

Ce que les mathématiciens appelaient auparavatihai@ pour constituer I'infinité d'un
ensemble comme les entiers naturels, n’est plusidée que comme une notion de densite,
gui n’est pas la pleine continuité.

La continuité, surtout par les principes logiques sr lesquels elle repose, permet
d’inférer toutes les mathématiques analytiquement epuis les concepts, et d’exclure tout
recours, devenu inutile, a la construction ou a quque sorte d’intuition que ce soit.

Il y a bien dans le second postulat d’Euclide laamselon laquelle les segments de droite
peuvent etre produits continuement. Mais la noitruitive de continuité figurant dans ce
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postulat n’est pas la notion moderne de la corténuen particulier, elle n’est pas distinguée
de la simple densite. )

Cette distinction n’a été véritablement articuléada fin du 18™°siécle par Dedekind.
Avant cela, ce que les mathématiciens appelaienireoté, c’est que « pour chaque élément
il yenaun plus petit » ou « entre chaque pa@léchents il y en a un troisieme ». c’est ce
gu’on peut faire avec un ensemble de points imfiais discret comme celui des nhombres
entiers dont disposait Euclide. Et c’est ce qubiémrie moderne appelle la densité de
'ensemble, a distinguer de la véritable continuité

La théorie d’ordre d’Hilbert se développe de la mensuivante :

On pose pour commencer que les points sur unesdjoélconque soient ordonnés par une
relation & deux places : « etre a la gauche detéen< .

Cette formule est I'idée maitresse qui régit lacture. C’est la théorie logique de premier
ordre (qui n'utilise que des variables discrétésjdie linéaire dense sans points finaux.
On part donc d’'une théorie discrete, et de logujoedre 1.

La présence de tels axiomes est la difference meagnire I'axiomatisation d’Hilbert et celle
d’Euclide. Car ils font usage de ce que Friedmarebg la logique polyadique moderne, c’est
a dire a plusieurs sortes de variables. C’est alisse logique de second-ordre dont il s’agit,
c’est a dire d'une extension moderne de la logirjassique de premier ordre.

Les logiques d’ordres supérieurs, sont des extessaujours plus complexes de la logique
propositionnelle. La logique de premier ordre, fuedman identifie a la syllogistique dont
disposait Kant, considere une variable qui, setotpbhtexte, soit fonctionne en marque-place
pour une valeur d’argument, soit désigne un indi\gdelconque d’un domaine ou bien joue
le role de constante d’individu, soit, en tant gagable liée ou associée a un quantificateur,
indique sur quoi porte une quantification. Les dif@ateurs existentiels et universels sont
des opérateurs qui transforment les prédicatsl(3aires en prédicats n-aires.

Quel est I'avantage des logiques étendues sugigue classique ?

Les logiques d’ordre supérieur sont des logiqueséties qui étendent le calcul des prédicats
du premier ordre en permettant d’utiliser les Maga dans les termes en tant que

fonctions , et dans les expressions en tant jppéglicats

On considere les fonctions et prédicats comme dgegsoa part entiére, au meme titre, par
exemple, qu’un nombre entier. On s’autorisera atligne part, a quantifier les prédicats et
fonctions et, d’autre part, a donner des fonctmmsles prédicats en arguments d’autres
fonctions et prédicats. La logique du second oétiead celle du premier ordre par I'ajout de
variables relationnelles, qui peuvent doc etre tjfiées.

En particulier la logique du second ordre permequintifier sur des fonctions, vues comme
des cas patrticuliers de relations. En comparaidaragique classique, la logique de second
ordre a un tres grand pouvoir d’expression.

En premier ordre, la compacité empeche certairgmigtés d’etre exprimables, parce

gu’elles perdent leur sens pour des ensemblessntities deviennent exprimables en
second-ordre.
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En particulier, c’est la possibilité en second-erde la théorie des relations, c’est a dire la
relation d’interdépendance d’un quantificateurl&utre, en particulier la relation de
dépendance des quantificateurs universels suukestifjcateues existentiels I'un vis a vis de
l'autre, soit la forme logique :

Ce qui importe pour Friedman, c’est la présence tlariomatisation d’Hilbert de cette
forme logique, dans les axiomes 4 a 6 de la théeriordre, surtout le6'° qui est I'axiolme
de densité.

Avec de tels opérateurs, ont peut produire et démolexistence d’une infinité d’objets
infinis, par exemple 'ensemble des nombres rédts's qu’avec la logique syllogistique,
pour un nombre de prédicats n, on ne peut pro@tidémontrer I'existence que de 2
puissance n objets.

Seule la logique moderne, depuis Frege, permebuigtituer la continuité comme telle, c’est
a dire de produire et démontrer logiquement I'exise d’une infinité de points, pour établir
en logique la géométrie.

Par un raisonnement logico-mathématique difficitaggporter, Friedman démontre que la
syllogistique ne permet de démontrer, dans le #maereuclidien de l'intersection des cercles,
gue I'existence de deux points : A et B.

Ainsi, selon Friedman, ni Kant, ni les mathématisiet logiciens de son époque, n'avaient a
disposition les théories nécessaires pour fondemithématiques en pure logique.

Il avait deux moyens a sa disposition, tous deisafd appel a 'expérience : la méthode de
construction euclidienne d’'une part, et la notipat®-temporelle de mouvement a la base du
calcul des flux de Newton d’autre part.

Si on reprend I'exemple de la premiére propositlesElémentsla méthode de
démonstration euclidienne, reprise par Kant, estilgante :

Nous commengons avec trois opérations de base :

1. entracant un segment de ligne connectant chacipailets donnés.

2. en étirant un segment de ligne a le partir de chaggment de ligne donné

3. en tracant un cercle avec chacun des points dgousentre et chacun des segments
de ligne donné comme rayon.

Nous sommes alors autorisés a répéter les trorai@es n’importe quel nombre fini de fois.
Les postulats 1 a 3 d’Euclide donnent les régles pette construction itérative, et les points
de notre modele ne sont que les points qui pewstemtinsi construits. En particulier,
l'infinité de cet ensemble de points est garandiela répétition infinie de notre méthode de
construction.

A contrario, I'interdépendance des quantificatexistentiels et universels présente dans le

6°Maxiome d’Hilbert, nous permet de safsirmellement, I'idée intuitive d’une méthode
itérative de construction : chaque valeur x du tjtieateur universel produit une valeur y du
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quantificateur existentiel, y pouvant alors etmapéacé par x en produisant une nouvelle
valeur y’, et ainsi de suite. L'existence d’'unénité d’objets peut etre déduite explicitement
par la seule logique.

Pierre Pitigliano
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